Regular oder singuliar? — Mathematische
und numerische Ritsel in der
Stromungsmechanik

Robert M. Kerr and Marcel Oliver

Zusammenfassung In diesem Beitrag geht es um die Grundgleichungen der
Stromungsmechanik, die Euler- und Navier—Stokes-Gleichungen. Wir skizzie-
ren die bis heute ungeltste mathematische Frage, bekannt insbesondere durch
das ,Navier—Stokes Milleniumsproblem*, ob zunéchst regulére Losungen Sin-
gularitdten entwickeln kénnen. Dabei stellen wir insbesondere die Rolle von
Computersimulationen als Motor fiir die Entwicklung neuer Mathematik dar.

1 Einleitung

Bei ,,Turbulenz“ denkt man vielleicht an das plotzliche Riitteln der Maschine
withrend der letzten Flugreise oder an das unregelméflige Heulen des Windes
in einem Sturm. Turbulenz ist aber nicht immer ein Naturspektakel, sondern
umgibt uns stéindig. Ohne sie wiirde sich ein Zimmer nur extrem langsam auf-
heizen oder abkiihlen. Eine Hummel fliegt nur Dank der Turbulenz um ihre
Fliigel. Diese allgegenwértige Turbulenz verstehen wir jedoch sehr viel weni-
ger als die riesigen Wirbel und Wellen, die wir im Flugzeug als ,,Luftlocher*
spiiren, oder die starken Scherwinde in einem Wirbelsturm.

Ein Grund hierfiir ist, dass die Gleichungen der Stromungsmechanik zwar
seit fast 200 Jahren bekannt sind, wir aber bis heute nicht wissen, ob sie
grundlegende mathematische Kriterien erfiillen: Konnten Losungen dieser
Gleichungen plotzlich Unstetigkeitsstellen oder Singularitédten entwickeln?
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Wiire dies der Fall, so wire die mathematische Beschreibung von Strémungen
auf kleinsten Skalen unvollsténdig.

In diesem Beitrag soll die mathematische Seite dieses Problems ein-
fach, aber prizise beschrieben werden. Desweiteren stellen wir dar, wie
sich Computersimulationen und mathematische Theorie gegenseitig ergéinzen
und weiterbringen. Wir beginnen mit einer Einfithrung in die Gleichungen
der Stromungsmechanik. Danach, in Abschnitt 3, besprechen wir Erhal-
tungssétze, die sich wie ein roter Faden durch die Mathematik der Stromungs-
mechanik ziehen. Die zentrale offene Frage nach der globalen Regularitéit von
Losungen wird im Abschnitt 4 vorgestellt; im Abschnitt 5 erldutern wir die
beiden Standpunkte der wissenschaftlichen Debatte mit heuristischen Argu-
menten fiir und wider des Auftretens von Singularitdten. Abschnitte 6 und 7
beschreiben, wie Theorie und numerische Experimente in einem iterativen
Prozess zu Szenarien fiihren, die unser Verstéindnis iiber den Formationspro-
zess moglicher Singularitdten verfeinern. Schliellich bietet Abschnitt 8 eine
Auswahl von Fragestellungen aus der aktuellen Forschung.

Zu diesem Artikel gehoren drei technische Anhénge. Fiir Leser, die noch
nicht mit mehrdimensionaler Differential- und Integralrechnung vertraut
sind, fasst Anhang A die wichtigsten Konzepte und Formeln kurz, aber intui-
tiv zusammen. Im Anhang B leiten wir sogenannte Energieabschéitzungen her,
die einen qualitativen Eindruck vom heutigen Kenntnisstand zur Regularitét
der Navier—Stokes-Gleichungen geben. Schliefflich stellen wir in Anhang C
spektrale und pseudospektrale numerische Verfahren vor.

Es ist nicht moglich, im Rahmen dieses Beitrages alle Originalarbei-
ten zu den hier vorgestellten Themengebieten angemessen zu wiirdigen.
Wir verzichten daher ausdriicklich auf historische Vollstindigkeit und ver-
weisen den Leser statt dessen auf die die exzellenten Ubersichtsarbeiten
[2, 4, 5, 6, 9, 10, 12, 15, 17] und hoffen, dass er diese als Ausganspunkt
fiir eigene Expeditionen durch die umfangreiche Fachliteratur nimmt.

2 Die Differentialgleichungen der Stromungsmechanik

Obwohl die Gleichungen der Stromungsmechnik auf dem ersten Blick kom-
pliziert wirken, ist die zugrundeliegende Konstruktion iiberraschend einfach:
Man nehme das aus der klassischen Teilchenmechanik bekannte zweite New-
tonsche Gesetz, verpacke es in der Sprache der Kontinuumsmechanik neu und
wéhle speziell ein Kraftgesetz, welches ein flieBendes Medium characterisiert.

Wir beginnen also mit Newtons Gleichung F' = ma, die besagt, dass die
auf eine Punktmasse wirkende Kraft gleich dem Produkt der Masse und ih-
rer Beschleunigung ist und die vermutlich aus der Schule bekannt ist. Die
Beschleunigung ist die Anderungsrate der Geschwindigkeit v, mithilfe der
Differentialrechnung kénnen wir also schreiben a(t) = dw(t)/dt; die Ge-
schwindigkeit ist wiederum die Anderungsrate des Aufenthaltsortes x, also
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Abbildung 1. Die Flussabbildung ®; bildet die Ausgangskonfiguration des Fluids
auf seine Konfiguration zu einer spéteren Zeit t > 0 ab und verformt z.B. ein Teilgebiet
Vo in V;. Ein ausgezeichnetes , Fluidteilchen“ wird dabei vom Ausgangsort & zur
Stelle ®(t) = ®+(&) transportiert und bewegt sich dort mit der Geschwindigkeit
u(x(t),t) = dee/dt.

v(t) = da(t)/dt. Hingt die wirkende Kraft nur vom Ort a ab, so fiihrt das
Newtonsche Gesetz auf die Differentialgleichung F(x(t)) = md?z(t)/dt?,
wobei es die Bahnkurve x(t) zu ermitteln gilt.

Eine Strémung kann man sich dann als Kontinuum punktférmiger, sich
bewegender Teilchen vorstellen, die einen Behélter — ein Gebiet ) als Teil-
menge des d = 2- oder d = 3-dimensionalen Raumes — vollstandig fiillen.
Ein ausgezeichnetes Teilchen, welches sich zum Zeitpunkt t = 0 am Ort £ € Q
befindet, beschreibt im Weiteren eine Bahnkurve, die mit @(t) bezeichnet sei.
Da nun jedem Punkt in €2 eine solche Kurve entspringt, definiert die Gesamt-
heit dieser Kurven fiir jedes feste t > 0 eine Abbildung ®; des Gebietes (2
auf sich selbst; sieche Abbildung 1. Man spricht von der Flussabbildung oder
kurz dem Fluss.

Das Newtonsche Gesetz gilt fiir jedes dieser ,,Stromungsteilchen®, genauer
gesagt gilt es fiir die einem jedem Teilgebiet V; enthaltene Masse im Grenz-
fall, dass die Ausdehnung des Teilgebietes gegen Null geht. In diesem Grenz-
wert geht es also nicht mehr um die Masse m, sondern um die Massendichte
p(x,t).! Das Newtonsche Gesetz trifft dementsprechend die Aussage, dass die
wirkende Kraft pro Volumen identisch pa sein muss.

Was jetzt noch fehlt ist eine Annahme iiber die wirkende Kraft pro Vo-
lumen, denn das bisher Gesagte gilt fiir beliebige mechanische Kontinua wie
z.B. auch elastische Festkorper. Ein Fluid, also eine Fliissigkeit oder ein Gas,
ist dadurch characterisiert, dass die Kraft, die ein Teilchen auf seine Nachbarn
ausiibt, richtungsunabhéngig ist. Sie 1d8t sich daher durch eine einzige ska-
lare Grofle, den Druck p(x,t) beschreiben. Der Druck hat die Einheit Kraft
pro Fliche, und zwar aus folgendem Grund: Ein Teilchen wird nicht beschleu-
nigt, wenn es aus allen Richtungen gleich starke Krifte erfahrt — es kann nur
auf Druckdifferenzen ankommen. Im Grenzfall verschwindender Ausdehnung

1 Die in einem endlichen Teilgebiet enthaltene Masse ist dann durch das Integral von
p iber dieses Teilgebiet gegeben.



4 Robert M. Kerr and Marcel Oliver

des Teilgebietes ergibt sich die Kraft pro Volumen daher als Grenzwert eines
Differenzenquotienten,? dem negativen Druckgradienten —Vp. (Der Gradi-
entenoperator V wird in Gleichung (15) in Anhang A.1 eingefiihrt. Er wirkt
hier nur auf die Ortsvariablen @.) Das Minuszeichen ist notwendig, weil die
Kraft in Richtung der Bereiche niedrigen Drucks wirken soll. Das Newtonsche
Gesetz fiir Fluide ergibt sich nun durch Gleichsetzen der zwei Ausdriicke fiir
die Kraft pro Volumen:

2(3
~Vp(a().1) = plal), ) T )

Im Prinzip ist dies bereits die gesuchte die Gleichung. In dieser Form ist sie
aber unhandlich, weil sie sogenannte Fulersche und Lagrangesche Grifien
vermischt. Man sagt, eine Grofle sei Eulersch, wenn sie eine direkte Funktion
des aktuellen Ortes x ist. Von einer Lagrangeschen Grofie spricht man, wenn
sie explizit von den Ausgangspositionen & der Teilchen abhingt. In (1) sind
also Druck und Dichte Eulersch,® der Teilchenort @« selbst, die Teilchenge-
schwindigkeit da/dt und die Beschleunigung d?z/dt? hingegen Lagrangesch.
Es ist daher oft praktisch, (1) komplett in Eulerschen Groflen auszudriicken.
Wir bezeichnen die Geschwindigkeit, die ein ruhender Beobachter am Ort
@ zur Zeit t misst, mit u(x,t). Dies ist aber genau die Geschwindigkeit des
gerade vorbeikommenden Teilchens, daher muss gelten

dz(t)
@O — wialt), ). )

Leiten wir diese Identitéit mithilfe der mehrdimensionalen Kettenregel, die in
Anhang A.1 erkléirt ist, nach der Zeit ab, so erhalten wir einen rein Eulerschen
Ausdruck fiir die Teilchenbeschleunigung, nédmlich

d?z(t) Ou

o = 5 @)+ u(@(®), ) Vul@(t),t). (3)

2 Betrachte ein kleines quaderformiges Teilgebiet, das in den drei Koordinaten-
richtungen die Lingen (a,b,c) hat. Die drei Komponenten der auf den Quader
wirkenden Kraft seien Fj, Fs, und F3. Dann ist Fj, die z1-Komponente der auf
den gesamten Quader wirkenden Kraft, gleich dem Druckunterschied zwischen dem
linken und rechten Ende des Quaders multipliziert mit bc, der Flidche der linken
und rechten Seite. In erster Ordnung ist diese Druckdifferenz —a dp/0z1 und somit
Fy =~ —abcOp/Oz1. Analoge Betrachtungen fiir die anderen Koordinatenrichtungen
fithren auf F' =~ —abc Vp. Im Grenzwert a,b,c — 0 sind die Fehler dieser Ndherung
von hoherer Ordnung und verschwinden schneller, wodurch sich genau —Vp als Druck
pro Volumen ergibt.

3 In (1) werden die Eulerschen Gréfien Vp und p an der aktuellen Position a(t)
eines Teilchens ausgewertet und sind kénnten somit auch als Lagrangesche Groéflen
interpretiert werden. Der Gradient wére dann jedoch immer noch beziiglich der Orts-
koordinaten x definiert, so dass man diese so nicht einfach eliminieren kann.
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Diesen Ausdruck setzen wir in (1) ein und lassen der Ubersicht halber die
Argumente weg. So erhalten wir mit

p<(?;:+UoVu)+Vp0 (4)

eine Form des Newtonschen Gesetzes, die erstmals 1757 von Euler formuliert
wurde. Fluide, die sich entsprechend diesem Impulssatz verhalten, bezeichnet
man als ideal, da weder Reibungskrifte, die kinetische Energie in Wirme
umwandeln kénnen, noch die Molekularstruktur realer Materie beriicksichtigt
sind.

Die Beschreibung ist allerdings noch unvollstéindig, da (4) nur d Gleichun-
gen, aber d + 2 unbekannte Funktionen enthélt, ndmlich die d Komponenten
von u, p und p. Wir brauchen also zusétzliche Relationen aus der Physik.
Konkret: Was passiert mit der Dichte, wenn sich der Druck dndert? Hier gibt
es keine allgemeine Antwort, da sich z.B. ein Gas anders verhélt als Wasser
— es muss sich also um ein Materialgesetz handeln. In diesem Beitrag be-
schrinken wir uns auf den Fall einer inkompressiblen Stromung: Das Volumen
eines jeden Fluid-,Péckchens®, das wie V; in Abbildung 1 durch den Fluss
herumgeschoben und deformiert wird, bleibt zeitlich konstant.* Die Ande-
rungsrate des Volumens eines kleinen Pé#ckchens ist bis auf Terme hoherer
Ordnung durch die Divergenz des Vektorfelds u gegeben, siche Anhang A.2.
Daher ist der Fluss von u genau dann inkompressibel, wenn divu = 0.

Als letzte Vereinfachung nehmen wir an, das Fluid sei homogen. Das bedeu-
tet, dass die Dichte auch rdumlich konstant ist und daher auf p = 1 norma-
lisiert werden kann.® Wir erhalten dann die vollstindigen Euler-Gleichungen
fiir ein homogenes inkompressibles ideales Fluid,

4 Bestimmte physikalische Effekte wie Schallwellen oder Schockwellen bei Uberschall-
stromungen kénnen nur mit einem kompressiblen Modell erklart werden. Sind diese
wichtig, muss das Modell anstelle der Inkompressibilitdtbedingung mit den thermo-
dynamischen Zustandsgleichungen fiir das entsprechende Material sowie Transport-
gleichungen fiir die thermodynamischen Gréflen ausgestattet werden; in diesem all-
gemeineren Fall ergeben sich die Druckkrifte durch lokale Schwankungen der inneren
Energie oder der Temperatur. Der normale Fluss von Wasser und grofiskalige Luft-
stromungen sind jedoch in guter Naherung inkompressibel. Kompressibilitdtseffekte
wirken im Vergleich zu den dominanten Stromungsstrukturen gewthnlich auf viel klei-
neren Zeit- und Raumskalen. Lost diese Skalen in einer Simulation nicht korrekt auf
(was oft sehr teuer ist), dann wird das numerische Verfahren unter Umsténden selbst
dann ,instabil“, wenn die kleinskaligen Effekte physikalisch eigentlich zu vernachléssi-
gen sind. In diesem Fall rechnet man daher gerne gleich mit dem inkompressiblen
Modell.

5 Solange kein Vakuum ensteht, verhalten sich homogene und allgemein inkompressi-
ble Stromungen sehr dhnlich, so dass diese Annahme keine wesentliche Einschriankung
darstellt.
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0
—u—l—u-Vu—FVp:O, (5a)

ot
divu =0. (5b)

Der Druck ist in einer inkompressiblen Stromung durch die Bedingung, dass
sich jedes Teilgebiet konsistent zu seinen Nachbarn bewegen muss, eindeu-
tig bestimmt. Er koppelt dabei die n6tigen Anpassungen instantan iiber die
gesamte Stromung hinweg.

In der bisherigen Diskussion haben wir Reibungskréfte vernachléssigt. Die-
se haben aber grundlegende Bedeutung fiir Theorie und Praxis, so dass sich
ihre detaillierte Darstellung nicht vermeiden 148t. Reibung vergrofiert die lo-
kale Einheitlichkeit des Flusses, d.h. sie wirkt in jedem Punkt der Abweichung
des Geschwindigkeitsfelds gegeniiber seinem lokalen Mittel entgegen: Wenn
sich ein Teilchen schneller als der Durchschnitt seiner Nachbarn bewegt, wird
es durch Reibung gebremst, bewegt es sich langsamer, wird es mitgerissen.
Die Abweichung des Mittelwertes einer Funktion iiber eine kleine Kugel von
ihrem Wert am Mittelpunkt wird durch den Laplace-Operator A gemessen,
wie im Anhang A.3 ndher erklirt. Es ist also plausibel, dass Reibungskrifte
proportional zu Aw sind. Ergénzen wir die Euler-Gleichungen (5) um einen
solchen Term, so erhalten wir die Navier—Stokes-Gleichungen fiir ein homo-
genes inkompressibles Fluid,

%+U-VU+VP=UAU, (6a)

divu =0. (6b)

Den Proportionalititsfaktor v > 0 bezeichnet man als Viskositdtskoeffizien-
ten. Er beschreibt die Zahigkeit des Fluids und ist z.B. fiir Honig viel grofler
als fiir Wasser. Ein Term der Form vAw taucht aus beschriebenem Grund ge-
nauso bei der Modellierung von Wérmefliissen oder Diffusion auf; ein solches
Beispiel findet man in L.N. Trefethens Beitrag in diesem Band [18].

Die partiellen Differentialgleichungen (5) und (6) sind Anfangs-Randwert-
probleme: Zur eindeutigen Bestimmung des Flusses auf beschriinkten Gebie-
ten miissen sowohl Anfangs- als auch Randwerte vorgegeben werden. Zur
Vereinfachung nehmen wir hier periodische Randbedingungen auf einem qua-
derformigen Gebiet © an: Wir stellen uns vor, dass der R? vollstindig mit
exakten Kopien von €2 iiberdeckt ist, wobei die jeweils gegeniiberliegenden
Seiten des Quaders miteinander identifiziert werden. Also scheint das, was aus
einer Seite von 2 hinausflieft, auf der gegeniiberliegenden Seite wieder her-
einzukommen. Trotz dieser eigentlich unrealistischen Annahme verhalten sich
Stromungen mit periodischen Randbedingungen qualitativ wie Stromungen
mit physikalischen Randbedingungen, wenn man von Grenzschichteffekten in
Randnéhe absieht.

Der Vollstandigkeit halber sei bemerkt, dass iibliche physikalische Rand-
bedingungen den Massenfluss iiber den Rand spezifizieren. Bei den Navier—
Stokes-Gleichungen ist zudem die Vorgabe des sogenannten Impulsflusses und
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damit der Reibungskraft am Rand notwendig, und zwar auch dann, wenn der
Energieverlust durch Reibung eigentlich vernachléssigbar klein ist. Dieser fun-
damentale Unterschied zwischen Euler- und Navier—Stokes Randbedingungen
spielt z.B. bei der Erkldrung des Auftriebs an Fliigeln eine entscheidende Rol-
le. Das Thema Grenzschichten bei Randwertproblemen mochten wir hier aber
nicht weiter vertiefen.

3 Erhaltungsséitze

In der klassischen Mechanik gibt es drei grundlegende Erhaltungsgréfien: Im-
puls, Energie und Drehimpuls. Jede dieser Gréflen hat eine ebenso funda-
mentale Entsprechung in der Strémungsmechanik. Die Impulserhaltung wird
durch das zweite Newtonsche Gesetz ausgedriickt und ist damit bereits ex-
plizit enthalten. Fiir die kinetische Energie eines Punktteilchens kennen wir
aus der Mechanik den Ausdruck E = %m|v|2. Beim Ubergang zum Konti-
nuum geht die Masse m in die Dichte p iiber; entsprechend wird aus E die
kinetische Energiedichte % plu|?. Bei einer inkompressiblen Strémung ist die
gesamte Energie kinetisch, so dass wir die Gesamtenergie E durch Integration
der kinetischen Energiedichte iiber das Gebiet €2 erhalten. Mit p = 1 ist also

E= 1/|u\201m. (7)
2 Q

Eine einfache Rechnung in Anhang B.1 zeigt, dass eine Euler-Strémung E
erhiilt, withrend F bei einer Navier—Stokes-Stromung mit der Zeit (durch
Umwandlung von kinetischer Energie in Wérme) abnimmt.

Die dritte Erhaltungsgrofie der Punktteilchenmechanik ist der Drehimpuls,
der die Rotation des Systems um einen Referenzpunkt beschreibt. In der
Stromungsmechanik benotigen wir statt eines Referenzpunktes eine geschlos-
sene Referenzkurve Cp, die in der Stromung , mitschwimmt®* und so eine
zeitabhéngige Kurvenschar Cy = ®(Cy) definiert. Beziiglich einer beliebigen
Referenzkurve definieren wir dann die Zirkulation als das Kurvenintegral

Ft:jitzrds. (8)

Das Kurvenintegral repriisentiert die (Riemann-)Summation der zur Kur-
ve C; tangentialen Geschwindigkeitskomponente entlang dieser Kurve, sie-
he Anhang A.4. Jedes so definierte I'y ist eine Erhaltungsgrofie der Euler-
Gleichungen. Mit dem Satz von Stokes, ebenfalls in Anhang A.4 erldutert,
kann man die Zirkulation auch als Flachenintegral

Ft/stuwdA )
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Abbildung 2. Illustration des Gedankenexperiments eines sich drehenden Ballons.
Die Erhaltung der Zirkulation impliziert, dass sich die Geschwindigkeit entlang der
Mitte beim Zusammenziehen des Lassos erhéht (durch rote Farben gekennzeichnet),
wihrend sich die Geschwindigkeit in den &dufleren Blasen verringert (blau).

ausdriicken. Dabei ist S; eine beliebige orientierte Fliche mit Rand Cj, die
sich ebenfalls mit der Stromung bewegt, und w ist die Wirbelstdrke

=t =(—— —2, — — —, —= — —— ). 1
@ rotu (6352 81‘3’ 8.%‘3 6351’ 81‘1 8.’1}2) ( 0)

Die i-te Komponente des Wirbelstérkevektors ist gerade der Grenzwert der
Zirkulation pro Einheitsfliche in der Ebene senkrecht zur x;-Richtung. In-
tuitiv misst sie, wie stark sich ein vom Fluss mitgetragenes kleines Blatt
um den i-ten Koordinatenvektor dreht. Ist die Stromung zweidimensional,
etwa parallel der z1-zo-Ebene, so ist nur die dritte Komponente von (10)
von Null verschieden und wir kénnen die Wirbelstéirke als skalare Grofle
Oug /01 — Ouy /Oxo betrachten.

Die Zirkulationserhaltung erklédrt einen grundlegenden Unterschied zwi-
schen Stromungen in zwei und drei Raumdimensionen: In zwei Dimensionen
ist ,, Volumen“ mit Fliache gleichzusetzen, so dass Inkompressibilitéit die zeit-
liche Invarianz des Fliachenmafles von S; impliziert. Lasst man dieses dann in
(9) gegen Null gehen, so folgt aus der Erhaltung der Zirkulation die punkt-
weise Erhaltung der Wirbelstéirke entlang der Bahnkurven der Strémung,
den Flusslinien. Mithilfe der punktweisen Erhaltung der Wirbelstérke kann
man die Entwicklung von Singularititen mathematisch ausschlieffen. In drei
Dimensionen gibt es jedoch keinen Zusammenhang zwischen Volumen- und
Fléchenerhaltung, entsprechend auch keinen Zusammenhang zwischen Zir-
kulationserhaltung und der Lénge des Wirbelstarkenvektors. Damit bleibt
die Antwort auf die Frage nach Singularitdten offen, was wir im néchsten
Abschnitt noch genauer besprechen.

Die Rolle von Wirbelstérke und Zirkulation fiir die Dynamik moglicher Sin-
gularitdten kann man mit einem einfachen Gedankenexperiment veranschau-
lichen. Man fiille einen Ballon mit einer inkompressiblen ruhenden Fliissigkeit
und binde ein Lasso um dessen Mitte. Dieses zieht man in endlicher Zeit zu
einem Punkt zusammen, so dass die ,, Taille“ des Ballons langsam abgeschniirt
wird, siehe Abbildung 2. Offensichtlich erzeugen wir mit der Trennung der
beiden Blasen eine topologische Singularitét, jedoch bleiben Geschwindigkeit
und Wirbelstirke des Flusses beschrankt.



Reguldr oder singulér? 9

Wir wiederholen das Gedankenexperiment nun mit einer um die Symme-
trieachse rotierenden Fliissigkeit. Der Geschwindigkeitsvektor ist stets tan-
gential zum Lasso, so dass nach Definition des Kurvenintegrals die Zirkulati-
on um das Lasso durch das Produkt aus skalarer Stromungsgeschwindigkeit
und Umfang der Offnung gegeben ist. Da die Zirkulation konstant bleibt,
miissen Geschwindigkeit und Wirbelstédrke unbeschriankt wachsen, sobald wir
das Lasso zusammenziehen; siche Abbildung 2. Dies ist vergleichbar mit einer
Eiskunstlauferin, die sich umso schneller dreht, je ndher sie ihre Kérpermas-
se an die Drehachse ihrer Pirouette bringt, und so durch die Erhaltung des
Drehimpulses angetrieben wird. Die Singularitit mit Rotation ist also viel
umfassender als ohne.

Die Frage ist nun, ob eine solche oder auch andere Singularitdt durch die
Wechselwirkung der Stromung mit sich selbst auch ohne externe Zwangs-
krifte entstehen kann. Fiir die Euler-Gleichungen weiff man, dass jede Singu-
laritéit notwendigerweise mit einer Singularitit der Wirbelstérke einhergeht,
hierauf wird in Abschnitt 7 ndher eingegangen. Daher kénnte das Abschniiren
des sich drehenden Ballons moglicherweise die Bewegung eines Teilgebietes
eines singuldren Flusses sein, wihrend das Abschniiren des sich nicht dre-
henden Ballons nicht als isolierte Singularitit im Inneren einer Stromung
auftreten kann.

Diese Gedankenexperiment 148t sich nicht ohne weiteres auf die Navier—
Stokes-Gleichungen iibertragen, weil Reibung am Lasso eine Geschwindig-
keitssingularitét verhindern wiirde. Die allgemeine Fragestellung ist aber &hn-
lich der fiir die Euler-Dynamik und ebenso ungel6st, wie wir im Folgenden
skizzieren.

4 Das Clay-Millenium-Problem

Die elementarste mathematische Kriterium, das eine partielle Differentialglei-
chung wie (5) oder (6) erfiillen sollte, ist die Wohlgestelltheit. Dieser Begriff
umfasst (i) die Existenz einer Losung — das Zustand des Systems muss sich
in die Zukunft entwickeln lassen, (ii) die Eindeutigkeit der Lésung — die
Zukunft hingt nur von der Gegenwart ab, und (iii) die Stabilitéit der Losung
— zukiinftige Zustédnde lassen sich beliebig genau aus den Anfangsdaten be-
stimmen, wenn diese hinreichend genau bekannt sind, d.h. die Zukunft hingt
stetig von der Gegenwart ab.

Fiir die inkompressiblen Euler- und Navier—Stokes-Gleichungen sind diese
Fragen noch nicht vollstdndig beantwortet. Es sind aber verschiedene Teil-
resultate bekannt. Insbesondere sind beide Gleichungen lokal wohlgestellt:
Losungen mit glatten (also beliebig oft differenzierbaren) Anfangswerten
héngen eindeutig und stetig von den Anfangswerten ab und bleiben min-
destens iiber ein endliches, moglicherweise sehr kurzes Zeitintervall glatt.
Dies beweist man etwa dadurch, dass man die Gleichungen als Fixpunkt-
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problem in einem geeigneten Funktionenraum formuliert. Ein solcher Beweis
vernachléssigt zwar einen Grofiteil der problemspezifischen Struktur, impli-
ziert aber, dass es fiir die Fortsetzbarkeit der Losung iiber das lokale Zeitin-
tervall hinaus nur zwei Moglichkeiten gibt: Bezeichnet [0,7*) das maximale
Zeitintervall, auf dem die Losung existiert, so gilt entweder T* = oo oder ein
Maf} der Losung wie z.B. die maximale Wirbelstérke fiir t — T™. Ist letzte-
res der Fall, so sprechen wir von einer Singularitdt zum Zeitpunkt 7. Will
man zeigen, dass die Gleichung global wohlgestellt ist, so reicht es also, fiir
beliebige ¢t > 0 eine Schranke fiir die das entsprechende Maf} der Losung zu
finden.

Die Frage, ob glatte Losungen der inkompressiblen Navier—Stokes-Glei-
chungen in drei Raumdimensionen beliebig lange fortgesetzt werden koénnen,
ist nun eines der sieben Millenium-Probleme des Clay Mathematics Institu-
te. Konkret ist es wie folgt gestellt [8]: Man beweise, dass anfinglich glatte
Lésungen mit periodischen Randbedingungen (oder im R, wenn sie hinrei-
chend stark gegen Unendlich abfallen) beliebig lange glatt bleiben, oder man
finde eine Lésung, die in endlicher Zeit singuldr wird. Die Frage, ob die drei-
dimensionalen Euler-Gleichungen global wohlgestellt sind, ist genauso offen,
aber nicht ,,offizieller* Teil des Millenium-Problems.

In zwei Raumdimensionen bleibt, wie bereits im vorherigen Abschnitt ge-
schildert, die Wirbelstédrke von Euler-Losungen entlang der Flusslinien er-
halten. Dies reicht aus, um Singularitidten in endlicher Zeit auszuschlieflen.
Fiir die zweidimensionalen Navier—Stokes Gleichungen ist der Beweis globaler
Wohlgestelltheit sogar noch einfacher, da der Energieverlust durch Reibung
stirker ist als die nichtlineare Selbstverstirkung des Flusses, so dass ,, Ener-
gieabschitzungen“, die wir in Anhang B herleiten, bereits das gewiinschte
Ergebnis liefern.

Eine Losung der dreidimensionalen Navier—Stokes-Gleichungen kann iiber
den etwaigen Eintritt der ersten Singularitdt hinaus als , schwache Losung*
fortgesetzt werden.® Schwache Losungen sind fiir alle Zeiten definiert, doch ih-
re physikalische Aussagekraft ist dadurch beschriankt, dass wir nichts iiber ih-
re Eindeutigkeit wissen. Fiir die dreidimensionalen Euler-Gleichungen kennt
man schwache Losungen nur in Spezialfillen und es gibt konkrete Beispiele
fiir Nichteindeutigkeit.

Weiterhin weiff man, dass , kleine* Losungen der Navier—Stokes-Gleichun-
gen nicht singuldr werden. Es gibt globale Losungssiitze z.B. unter Annah-
me kleiner Anfangsdaten, grofler Viskositét, oder Nidhe zu einer speziellen
global existierenden Losung oder Symmetrie; nach neuen Definitionen von
»klein® wird bis heute geforscht. Physikalisch gesehen sind alle diese Félle
nichtturbulent, mathematisch ist die Situation dadurch characterisiert, dass
der lineare Diffusionsterm vAw die Nichtlinearitit u - Vu dominiert. An-

6 Auch wenn eine solche Losung unstetig oder sogar unbeschrinkt wird, kénnen In-
tegrale der Losung iiber kleine endliche Teilgebiete trotzdem stetig vom Anfangszu-
stand abhéngen. Fasst man die Wohlgestellheitsbedingung (iii) in diesem Sinne auf,
so konnte sie also immer noch erfiillt sein.
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schaulich ausgedriickt kénnten wir fiir jede Singularitét, die vielleicht in ei-
ner Wasserstromung entsteht, das Wasser durch Honig ersetzen, und wenn
dieser zih genug ist, damit das Entstehen der Singularitit unterdriicken.
Solche Argumente lassen sich offensichtlich nicht auf die Euler-Gleichungen,
die ja viskositétsfrei sind, iibertragen. Ebenfalls nur fiir die Navier—Stokes-
Gleichungen gibt es sogenannte partielle Regularitéitssitze die besagen, dass
schwache Losungen nur wenige (in einem bestimmten maftheoretischen Sinn)
singuldre Punkte haben kénnen.

Zum Abschluss dieses Uberblicks noch eine kleine Uberraschung: Auf un-
beschriankten Gebieten sind durchaus singulidr werdende Losungen bekannt,
und zwar mit und ohne Viskositit und sogar in zwei Raumdimensionen. Doch
in allen diesen Fillen ist die kinetische Energie pro Volumen bereits in den
Anfangsdaten unbeschrinkt. Es miissen also beliebig hohe Geschwindigkeiten
auftreten, was physikalisch Unsinn ist. Solche Beispiele werden daher nicht
als Losungen des Clay-Millenium-Problems akzeptiert.

5 Regulir oder nicht regulir, das ist hier die Frage

Auch wenn die Antwort auf die Millenium-Frage noch aussteht, so gibt es
doch eine Reihe heuristischer Argumente fiir und wider des Auftretens von
Singularititen. Eine so oft zitierte wie irrefithrende Analogie sind die Burgers-
Gleichungen mit und ohne Viskositdt. Man kann sich diese Gleichungen als
Navier—Stokes bzw. Euler-Gleichungen ohne Druck vorstellen, also mit p = 0
und ohne Inkompressibilititsbedingung, damit das System nicht Uberspe-
zifiziert wird. Die Gleichungen bilden dann keinen physikalischen Vorgang
mehr ab, sind aber als Modellproblem interessant, denn ihr Verhalten folgt
einem klaren Schema: Ohne Viskositdt bewegt sich jedes Teilchen einfach
unbeschleunigt entsprechend seiner Anfangsgeschwindigkeit fort, es entste-
hen also generische Singularitdten durch Teilchenkollisionen. Mit Viskositét
kann die Maximalgeschwindigkeit nicht grofler als im ungebremsten Fall wer-
den, und die Wirkung der Reibung reicht dann aus, um das Auftreten von
Singularitéten zu verhindern.

Man kann aber nicht erwarten, dass sich aus dem Verhalten der Burgers-
Gleichungen ein Prinzip ableiten 148t, dass sich auf echte Stromungsmechanik
iibertrégt. Bei inkompressiblen Strémungen verlieren wir die direkte Kontrol-
le iiber die auftretenden Geschwindigkeiten, was daran liegt, dass der Druck
einen instantanen Anpassungprozess iiber das gesamte Gebiet hinweg kop-
pelt. Daraus zu schlieflen, dass sich die stromungsmechanischen Gleichungen
strikt ,,schlechter” verhalten als die entprechenden Burgers-Gleichungen ist
aber ebenso falsch. Der Druck scheint inkompressible Stromungen zu einem
gewissen Grad stabilisieren zu kénnen, sonst hitten ja die Euler-Gleichungen
in zwei Dimensionen keine global reguléren Losungen. Wir miissen also auf
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ganz andere Strukturinformationen zuriickgreifen — im Zweidimensionalen
die Wirbelstérkenerhaltung, im Dreidimensionalen bleibt es offen.

Die Erwartung, dass Euler- oder Navier—Stokes-Fliisse Singularitéiten ent-
wickeln, ist aber in der Fachwelt weit verbreitet. Ein Grund hierfiir héangt
mit der kumulativen Energiedissipation

t
1// /|Vu|2dacdt (11)
0o JQ

zusammen. Wie wir im Anhang B.1 zeigen, misst sie die kinetische Ener-
gie, die im Zeitintervall [0,¢] durch Reibung verloren geht. Eigentlich wiirde
man erwarten, dass diese Grofle stetig von der Viskositdt v abhéngt. Nun
sprechen aber numerische und experimentelle Daten stark dafiir, dass die ku-
mulative Energiedissipation nicht verschwindet, wenn v gegen Null geht. Man
bezeichnet dieses Verhalten als anormale Dissipation [7]; die meisten Turbu-
lenztheorien setzen es als gegeben voraus. Mathematisch bedeutet anormale
Dissipation, dass typische Losungen der Euler-Gleichungen nicht glatt sein
konnen. Dies impliziert zwar nicht zwingend Singularitédten auch in Losun-
gen der Navier—Stokes-Gleichungen, aber es spricht einiges dafiir. Nehmen
wir ndmlich an, nur Lésungen der Euler-Gleichungen wiirden nach endlicher
Zeit singular, dann miiste der Regularisierungsmechanismus essentiell mit
dem Reibungsterm zusammenhingen. Dieser ist aber als linearer Operator
sehr gut verstanden und nach allem was wir wissen nicht stark genug, um der
Nichtlinearitit Einhalt zu gebieten. (So gibt etwa L.N. Trefethen in [18] ein
nachvollziehbares Beispiel, wie der Diffusionsterm gegen eine Nichtlinearitét
verliert.)

Auf der anderen Seite der Debatte gibt es Stimmen, die die globale Re-
gularitat der Euler- und Navier—Stokes-Gleichungen erwarten, und zwar aus
zwei Griinden. Zunéchst lassen bisherige Computerberechnungen trotz allem
Aufwands keine eindeutigen Schliisse zu. Verfechter beider Ansichten kénnen
zwar sich auf Simulationen stiitzen [3, 11, 13, 15], jedoch kann bisher niemand
eine robuste Beschreibung einer Singularitit bieten, wie sie fiir andere Mo-
delle zum wissenschaftlichen ,,State-of-the-Art“ gehort. Zum zweiten ist nicht
klar, welche Physik den Gleichungen iiberhaupt fehlen sollte (so man denn die
Kontinuumsbeschreibung als ,,physikalisch“ akzeptiert). Hierfiir spricht ins-
besondere der weithin iiberzeugende Erfolg der Navier—Stokes-Gleichungen
als empirische Theorie.

6 Wirbelschliduche als Testfall

Wir wollen nun die Rolle von Computersimulationen zur Losung des Sin-
gularitdtproblems diskutieren. Simulationen sind Experimente wie in einem
wirklichen Labor; sie miissen ebenso sorgfiltig geplant werden, um mit der
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Abbildung 3. Bei einer Eruption des Siidostkraters des Vulkans Atna im
Jahr 2000 ausgestoflener Rauchring, der sich selbstinduziert fortbewegt. Man
beachte, wie der Schatten des Rings iiber den Hang des Bergs wandert.
Photos von Juerg Alean auf http://www.swisseduc.ch/stromboli/etna/etna00/
etna0002photovideo-en.html?id=4.

verfiigharen Hardware und Algorithmik den maximalen Erkenntnisgewinn zu
erzielen.

Um Singularitdten zu finden, benétigen wir Anfangskonfigurationen, aus
denen sich ein lokal extrem schneller Fluss entwickelt. Wir kénnen dann nach
Indizien fiir das Entstehen einer Singularitdt oder nach Anzeichen fiir ein
Nachlassen der nichtlinearen Riickkopplung suchen. Die ersten Experimen-
te dieser Art benutzten zufillige Anfangsdaten. Man bemerkte aber schnell,
dass Hochstgeschwindigkeiten meist innerhalb von Wirbelschlduchen auftre-
ten. Wirbelschlduche sind rohrenartige Strukturen, die sich um ihre Symme-
trieachse drehen. Sie werden auch in der Natur oft beobachtet, etwa als Torna-
dos oder Mesozyklone bei starken Gewittern. Normalerweise ist es nicht ein-
fach, Wirbelschlduche zu sehen. Machmal fiihrt der im Kern niedrige Druck
dort zu Kondenstation, in Laborversuchen kann man Wirbelschlauche auch
durch hereingesaugte Blasen oder injizierte Farbe sichtbar machen.

Zwei weitere Beobachtungen sind durch Simulation und Experiment eben-
falls gut belegt. Wirbel in turbulenten Strémungen verstidrken sich durch
Streckung in Richtung der Rotationachse, so wie im Gedankenexperiment bei
dem sich drehenden Ballon im Abschnitt 3. Und die heftigsten, wenn auch
seltenen Ereignisse entstehen regelméflig beim Zerfall von zwei parallelen,
sich entgegengesetzt drehenden (,antiparallelen®) Wirbelschlduchen. Daher
nimmt man solche Paare gerne als Anfangsdaten und versucht, durch Ein-
bringen gezielter Stérungen moglichst singulidres Verhalten auszuldsen [15].
Eine Alternative sind glatte, hochsymmetrischen Anfangsdaten, die in hoch
auflosenden Simulationen auf scheinbar dhnliche Weise zusammenbrechen
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Abbildung 4. Wirbel an den Fliigelspitzen einer Boeing 727, ein Indiz fiir die um
die Fliigel herrschende Zirkulation, die fiir die Erzeugung von Auftrieb notwendig ist.
Die Wirbel wurden durch Rauchgeneratoren an den Fliigelspitzen sichtbar gemacht.

(NASA-Fotografie ECN-3831.)

Abbildung 5. Zerfall der Wirbelschleppen eines Flugzeuges durch die sogenannte
Crow-Instabilitét, die durch Wechselwirkung der Wirbel mit den Kondensstreifen der
Diisenabgase sichtbar wird. Die untere Héilfte des Bilds setzt die obere Hilfte rechts
fort. Aus http://commons.wikimedia.org/wiki/File:The_Crow_Instability.jpg.

[11]. Simulationen mit Zufallsdaten spielen bei Untersuchungen zur statisti-
schen Turbulenztheorie weiterhin eine grofie Rolle; zur Erkundung der lokalen
Struktur moglicher Singularitidten sind sie aber zu ,, verrauscht*.

In einer Stromung ohne Reibung bewegen sich zwei vollstindig gerade
antiparallele Wirbelschlduche mit konstanter Geschwindigkeit in Normalen-
richtung zu der durch ihre Achsen aufgespannten Ebene fort (vergl. Abbil-
dung 6). Diese selbstinduzierte Fortbewegung findet man #hnlich bei Wir-
belringen, die man als Rauchringe gut beobachten kann. Durch die Rotation
des Ringes wird Fluid durch seine Mitte gesaugt und zieht den Ring mit;
siehe Abbildung 3. Ein weiteres Beispiel sind die von den Fliigelspitzen ei-
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Abbildung 6. Zwei antiparallele Wirbelschlauche. Die reale Strémungsgeschwin-
digkeit ist als wguiq eingezeichnet, die Richtung, in die sich die Wirbelstruktur
scheinbar fortbewegt als wyortex. Die farbigen Oberflichen entsprechen einer Wir-
belstérkenstirke von 60% bzw. 90% des Maximalwertes. Aus [3].

nes Flugzeuges ausgehenden Wirbelschleppen. Manchmal sind sie in tieferen
Luftschichten als Kondensationsstreifen sichtbar, da Wasserdampf durch den
Druck- und Temperaturabfall im Kern kondensiert; man kann sie auch, wie in
der in Abbildung 4 gezeigten NASA—Untersuchung, mit kiinstlichem Rauch
sichtbar machen. (Die Streifen, die man fast iiberall alltéiglich am Himmel
sieht, entstehen durch Kondensation der Triebwerksabgase; sie werden nach
einiger Zeit ebenfalls in die Wirbelschleppen der Fliigel eingesogen.) Im wei-
teren Verlauf setzt die sogenannte Crow-Instabilitéit ein; siehe Abbildung 5.
Die rohrenartigen Strukturen verbiegen sich und beginnen, sich gegenseitig
anzuziehen. An manchen Stellen beriihren sich die beiden Stringe und re-
kombinieren. Schliefllich 16st sich die Struktur in kleinskaliger Turbulenz auf.

Den Mechanismus der Crow-Instabilitdt kann man ansatzweise folgender-
mafen verstehen. Stellen wir uns vor, dass wir ein Paar exakt paralleler Wir-
belschlduche leicht storen, so dass beide Rohren etwas entlang ihrer Achse
gestreckt werden. Ist die Stromung inkompressibel, muss sie dies durch Kom-
pression in den beiden senkrecht zur Achse stehenden Richtungen kompen-
sieren. Die Rohren werden ldnger und diinner, fast wie wenn man Kaugum-
mi lang zieht, und bewegen sich aufeinander zu; siehe Abbildung 6. Dieser
Vorgang unterliegt einer positiven Riickkopplung und fiihrt so sehr schnell
zu flachen, daher kleinskaligen Strukturen wie in Abbildung 7. Gleichzeitig
steigen Komplexitatsindikatoren, insbesondere Wirbelstidrke und Druckgra-
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Abbildung 7. Kollaps zweier antiparalleler Wirbelschlduche. Gezeigt sind Moment-
aufnahmen zu ¢t = 5.6 und ¢t = 8.1 bei einer vermuteten Singularititszeit T ~ 11.

Aus [3].

dient rasch an. Was dann passiert, ist die eigentliche Frage: setzt sich die-
ser Prozess selbstverstidrkend fort oder gibt es Séttigungseffekte, die mogli-
che Singularitéiten durch Abstoflung oder Auflésung der Wirbel verhindern?
Abhéngig von den Anfangsbedingungen und, mysteridserweise, vom Fort-
schritt der Zeitentwicklung wurden beide Tendenzen beobachtet.

7 Numerische Fehler

In manchen Gebieten der Mathematik wie Zahlentheorie oder diskrete Ma-
thematik konnen Computerprogramme die mathematischen Strukturen ex-
akt représentieren und so etwa Beipiele oder Gegenbeispiele finden. Teilweise
sind sogar computergestiitzte Beweise moglich. Im Gegensatz dazu spielt die
Stromungsmechanik in einem Raumzeitkontinuum, dem sich ein Computer-
programm bestenfalls auf einem Raumzeitgitter mit Gleitkommazahlen end-
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licher Genauigkeit ndhern kann. Daher ist es prinzipiell unméoglich, mithilfe
eines Computers zu beweisen, dass die Euler- oder Navier—Stokes-Gleichungen
wohlgestellt sind. (Wiissten wir dies bereits, so kénnten wir andersherum zei-
gen, dass mit hinreichend hohem Rechenaufwand der Rechenfehler beliebig
klein wird.) Trotzdem kénnen wir im Zusammenspiel zwischen Numerik und
mathematischer Analysis unser Verstéindnis des Singularitéitsproblems erwei-
tern: Simulationen kénnen etwa neue Vermutungen inspirieren, Erwartungen
bestétigen oder die Eigenschaften von Ungleichungen testen.

In der Strémungsmechanik gibt es eine Vielzahl numerischer N&herungs-
methoden, jede mit spezifischen Vor- und Nachteilen. So benutzen Ingenieure
meist adaptive Verfahren, die das Berechnungsgitter in den interessantesten
Teilgebieten automatisch verfeinern. Fiir Prinzipstudien kann man aber auch
Anfangsdaten suchen, die ein vorgegebenes Gitter optimal ausnutzen, auf
dem dann einfache wie schnelle Verfahren, etwa die in Anhang C vorgestell-
ten Spektralmethoden, zur Anwendung kommen.

Unabhéngig von der Wahl des Verfahrens wird die Stromung in der Néhe
einer Singularitdt immer kleinskalige Strukturen ausbilden, die dann nicht
mehr mithilfe einer vorgegebenen endlichen Anzahl von Freiheitsgraden re-
prisentiert werden kénnen. Es entstehen Rechenfehler, die sich mit der Zeit
aufschaukeln, so dass es unabdingbar ist, die Genauigkeit einer numerischen
Rechnung sorgfiiltig zu kontrollieren. Die beste Kontrolle besteht im Prin-
zip darin, die Rechnung auf immer feineren Gittern zu wiederholen. Hierfiir
benétigt man jedoch immer gréflere Computer, was natiirlich in der Praxis
unmoglich ist. Man begniigt sich daher normalerweise damit, Erhaltungs-
groflen zu iiberpriifen und in einigen wenigen Rechnungen auf verfeinerten
Gittern nach starkem Wachstum kleinskaliger Strukturen zu suchen. Wenn
man hierbei vorsichtig vorgeht, kann man die Qualitdt der Simulation recht
gut abschétzen.

Die Validierung numerischer Ergebnisse wird also einfacher, wenn die Glei-
chungen Symmetrien und Erhaltungsgréfien besitzen. Aus diesem Grund wird
die numerische Suche nach Strémungssingularitéiten bevorzugt an den Eul-
ergleichungen durchgefiihrt. (Es kommt hinzu, dass sich der ebenfalls nicht
vollsténdig verstandene Mechanismus der Wirbelstreckung vermutlich leich-
ter ohne Reibungswechselwirkungen beschreiben und verstehen lisst.)

Ob eine so validierte Rechnung potentiell singuldres Verhalten zeigt, ist
eine zweite, diffizilere Frage. Das wichtigste Kriterium hierfiir ist die Beale—
Kato-Majda-Schranke fiir die Euler-Gleichungen [1], die besagt, dass

/0 max |w(x, t)| dt = oo (12)

hinreichend und notwendig fiir eine Singularitat zur Zeit 7™ ist. Dieses Krite-
rium ist aus zwei Griinden wichtig. Erstens erlaubt es uns abzuschétzen, wie
schnell sich eine Singularitdt ausbildet: Die maximale Wirbelstédrke muss min-
destens wie (T* —t)~! divergieren. Zweitens ergibt sich aus dem Beweis, dass



18 Robert M. Kerr and Marcel Oliver

hoheren Ableitungen der Geschwindigkeit nur dann singuldr werden kénnen,
wenn die Wirbelstirke selbst divergiert. Als erste Ableitung der Geschwin-
digkeit lasst sich diese meist noch zuverlissig berechnen.

Mit der Verdffentlichung dieses Tests im Jahr 1984 begann ein Jahrzehnt
intensiver Bemiithungen, entweder singulédre Losungen zu finden oder Mecha-
nismen zu identifizieren, die Singularitdten ausschlieBen. Im Ergebnis stand
mindestens eine Simulation [14], die mit der Entwicklung einer durch ein Po-
tenzgesetz beschriebenen Singularitdt einigermaflien im Einklang steht und
hinreichende Auflgsung in allen drei Raumrichtungen aufweist. Andererseits
ist ebenso klar geworden, dass das Beale-Kato—Majda-Kriterium nicht aus-
reicht, um zu einer eindeutigen Interpretation der Simulationsdaten zu ge-
langen. Die wissenschaftliche Debatte ging damit in die néchste Runde: es
wurden weitere unabhingige Singularitétskriterien vorgeschlagen, die eben-
falls der praktischen Berechnung zugiinglich sind [2, 5, 13, 16]. Bisher reich-
te die Qualitit der Simulationsdaten allerdings nicht aus, um Konsistenz
mit diesen mathematischen Schranken zweifelsfrei belegen zu kénnen. Im
zweiten Jahrzehnt des 21. Jahrhunderts besteht aber, vielleicht erstmalig,
durch konzertierten Einsatz moderner Hochleistungsrechner, den besten ad-
aptiven Gittermethoden und weiterer, eventuell algorithmischer Optimierung
der Anfangsdaten die Moglichkeit, Vermutungen {iber Potenzgesetze bei der
Ausbildung von Singularitdten zuverldssig — wenn auch nicht im Sinne eines
mathematischen Beweises — verifizieren zu kénnen, oder aber negative Riick-
koplungseffekte, die das Ausbilden von Singularitdten unterdriicken, klar zu
identifizieren und zu beschreiben.

8 Eine Einladung zur Forschung

Neue Singularitéitskriterien wiirden uns enorm weiterbringen — sowohl be-
sonders robuste als auch besonders raffinierte. Numerisch robuste Tests
wiirden nur von Integralen oder Mitteln abhingen. Ein vielversprechender
Kandidat konnte die Enstrophie, das Integral iiber das Quadrat der Wir-
belstérke definiert, sein, obwohl es hierfiir nach gegenwértigem Verstdndnis
keine theoretischen Basis gibt. In [3] scheint die Euler-Enstrophie etwa einem
Potenzgesetz zu folgen, das zu der besten bekannten oberen Schranke fiir ihr
Wachstum in den Navier—Stokes-Gleichungen passt. Ob dies Zufall ist oder
ein tieferer Zusammenhang besteht, steht noch in den Sternen. Raffinierte-
re Kriterien konnten explizit auf die lokale Geometrie von Wirbellinien und
-strukturen eingehen.

Die Beziehung zwischen Euler- und Navier—Stokes-Gleichungen ist bis heu-
te noch nicht vollsténdig klar. So verstehen wir etwa den Grenzwert ver-
schwindender Viskositéit in Gebieten mit Réndern, in deren Néahe sich Grenz-
schichten bilden, noch immer nicht genau [2]. AuBlerdem bleibt es ein Rétsel,
ob ein Beweis globaler Regularitét fiir die Euler-Gleichungen auch Regularitit



Reguldr oder singulér? 19

der Navier—Stokes-Gleichunge impliziert, wie man naiv annehmen koénnte, da
Reibung die Bildung von Singularitéiten noch zusétzlich ausbremsen sollte [5].
Grundsétzlich sind wir der Ansicht, dass ein wissenschaftlicher Durchbruch
zum Navier—Stokes-Problem einen Durchbruch beim Euler-Problem voraus-
setzt — auf der mathematischen Seite, weil die Navier—Stokes-Reibung zwar
gut verstehen ist, wir aber nicht wissen, wie sie die Nichtlinearitét kontrollie-
ren sollte, auf der numerischen Seite, weil die Qualitidt von Euler-Simulationen
iiber ihre Erhaltungsgrofien viel zuverldssiger kontrolliert werden kann.

Unabhingig von diesen schwierigen Fragen lohnt es sich immer, Ideen an
kleineren Beispielproblemen zu entwickeln, die man vielleicht spéter auf die
dreidimensionalen Navier—Stokes- und Euler-Gleichungen iibertragen kann.
Oft ist es moglich, Existenz oder Ausbleiben von Singularitdten numerisch
vorhersagen. Die hierfiir benutzten Spezialfille, oft das Ergebnis endloser nu-
merischer Experimente, bilden die Inspiration fiir neue mathematische Me-
thoden, um die Numerik rigoros zu bestétigen.

In praktischen Anwendungen kann man die rechnerisch nicht mehr auflos-
baren Skalen oft ,,modellieren“. In , Large Eddy“- oder Grobstruktursimula-
tionen wird etwa der Reibungsterm der Navier—Stokes-Gleichungen durch ei-
ne sogenannte Eddy-Viskositét ersetzt, die den durchschnittlichen Effekt der
Reibung iiber eine Berechnungszelle darstellt. Fiir globale Wettervorhersagen
miissen so fast alle Skalen modelliert werden. Ziel der Grobstruktursimula-
tion ist, die wesentlichen statistischen Eigenschaften der Losung korrekt zu
reprasentieren. Die mathematische Untersuchung solcher Methoden ist jedoch
erst am Anfang. Dabei muss insbesondere ein Genauigkeitsbegriff entwickelt
werden, der dem Ubergang von deterministischer Genauigkeit auf makrosko-
pischen Skalen in einen schwécheren statistischen Sinn von Genauigkeit auf
kleinen Skalen Rechnung tragt.

Wir hoffen, trotz der notwenig beschrénkten Detailtiefe dem Leser einen
Eindruck verschafft zu haben, wie sich die mathematische Stromungsmecha-
nik (und allgemeiner, die Theorie partieller Differentialgleichungen) im Zu-
sammenspiel von Analysis, Physik und Informatik weiterentwickelt. Kom-
plizierte Mathematik geht flieBend in anwendungsorientierte Probleme iiber.
Und an diesem Punkt in seiner langen Geschichte ist das Gebiet legendiger
denn je.

Anhang A. Im Schnellschritt durch die Vektoranalysis

Fiir Funktionen einer Veréinderlichen ist die lokale Anderungsrate, die Stei-
gung, durch die Ableitung f’ = df/dz gegeben. Die lokale Anderungsrate
hingt mit der globalen Anderung f(b) — f(a) auf einem Intervall [a, b] iiber
den Fundamentalsatz der Differenzial- und Integralrechnung zusammen. In
der Stromungsmechanik treten nun Funktionen mehrerer Verdnderlicher auf,
fiir die wir analoge Konzepte benétigen. Lokale Anderungsraten werden hier
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durch Richtungsableitungen beschrieben, mit deren Hilfe wir vier elemen-
tare Differentialoperatoren definieren — Gradient, Divergenz, Rotation und
den Laplace-Operator. Genau wie im Eindimensionalen besteht ein Zusam-
menhang zwischen lokalen Anderungsraten und globalen Eigenschaften einer
Funktion iiber die Sétze von Gaufl und Stokes. Im Folgenden stellen wir die-
se Konzepte informell und ohne Beweise vor, wobei wir Grundkenntnisse der
eindimensionale Analysis und der analytischen Geometrie voraussetzen. Ei-
ne umfassendere und mathematisch vollstédndige Darstellung findet sich in
zahllosen Biichern und Beitrigen im Internet. Es lohnt sich, zu stobern!

A.1 Richtungsableitung, Gradient und Kettenregel

Sei U C R™ eine offene Menge, f: U — R eine Funktion und x =
(1,...,25) € U ein ausgezeichneter Punkt. (Fettgedruckte Symbole bezeich-
nen Vektoren oder vektorwertige Funktionen; normal gedruckte Symbole sind
Skalaren oder skalarwertigen Funktionen vorbehalten.) Wir kénnen nun eine
lokale Anderungsrate (oder Steigung) von f definieren, indem wir das Argu-
ment von f in Richung eines Vektors v = (v1,...,v,) € R™ variieren. Dies
ist aber gerade die gewohnte Ableitung der Funktion ¢ — f(x + tv) einer
Veréinderlichen, die fiir kleine ¢ wohldefiniert ist. Diese lokale Anderungsrate

df(z + tv) _ lim flx+tv) — f(x)

dt o 150 t ’

(13)

falls sie existiert, bezeichnet man als Richtungsableitung von f am Punkt «
in Richtung v.”

Die Richtungsableitung in Richtung des i-ten Einheitsvektors bezeichnet
man als die i-te partielle Ableitung. Fiir sie schreibt man kurz 9f/0x; oder
0;f. Man kann sie berechnen, indem man die gewohnte Ableitung von f
beziiglich der Komponente x; bestimmt und alle anderen Komponenten von
x als konstant betrachtet.

Wir kénnen die lokale Anderungsrate von f natiirlich nicht nur entlang ei-
ner Geraden wie in (13) sondern auch entlang einer beliebigen glatten Kurve
berechnen, die durch eine Funktion ¢: (a,b) — U parametrisiert sei. Bezeich-
nen wir die Vektorkomponenten von ¢ mit ¢, ..., ¢,, so berechnet man die
Anderungsrate entlang der parametrisierten Kurve mit der mehrdimensiona-
len Kettenregel

d = dey(t) of
T (¢(t))—; & o,

. (14)
z=¢(t)
Die Summe in diesem Ausdruck kann als Skalarprodukt zwischen d¢/dt =
(dgy/dt, ..., do,/dt), der Geschwindigkeit eines sich entlang der Kurve be-
wegenden Punktes, und dem Vektor der partiellen Ableitungen

7 Der vertikale Strich in (13) wie auch spéter bedeutet, dass zunichst die Ableitung
ausgerechnet und dann der angegebene Wert eingesetzt wird.
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Vf=(0f/0x,...,0f/0x,), (15)

dem Gradienten von f, schreiben. Mit der bekannten Punktnotation fiir Ska-
larprodukte uw - v = uj vy + -+ + up v, schreibt man die Kettenregel (14)

kurz
de(?)

d
&f(d)(t)) = T : Vf’m:¢(t) . (16)

Diese Form erinnert an die Kettenregel (f(¢(t)) = ¢'(t) f'(#(t)) fiir Funktio-
nen einer Verdnderlichen. Im mehrdimensionalen Fall ergibt sich also die lo-
kale Anderungsrate als Summe der partiellen Anderungsraten in jede Raum-
richtung.

Wenden wir die Kettenregel mit ¢(t) = x + tv an, dann ist d¢p/dt = v
und wir stellen fest, dass die Richtungsableitung von f in Richtung v durch
den Ausdruck v - V f gegeben ist. Damit ist bei festgehaltener Linge von v
die Richtungsableitung v - V f genau dann maximal, wenn v und V f par-
allel sind. Der Gradient ist also der Vektor, der in Richtung des stérksten
Anstiegs von f zeigt und dessen Linge der Steigung von f in dieser Richtung
entspricht. In der Praxis ist es oft bequem, V als Vektor von Ableitungs-
symbolen formal zu manipulieren, so dass man z.B. den Ausdruck v - V als
»Richtungsableitungsoperator” in Richtung v lesen kann.

Ein Vektorfeld ist eine Funktion w: U — R", die jedem @ € U einen Vek-
tor zuweist. So besitzt etwa eine Strémung an jedem Punkt einen Geschwin-
digkeitsvektor u(x). Wir kénnen Richtungsableitungen auch fiir Vektorfel-
der definieren, indem wir jede Komponente einzeln ableiten, d.h. v - Vu =
(v-Vuy,...,v-Vuy,).

In der Stromungsmechanik treten oft zeitabhéngige Funktionen und Vek-
torfelder auf, so dass wir die Ortsvariablen von der Zeit unterscheiden miissen.
Wir schreiben iiblicherweise € Q C R? (normalerweise d = 2 oder d = 3),
um einen Ort in der Stromung und ¢ € (a,b), um einen Punkt in der Zeit
zu bezeichnen. Entsprechend bezeichnet V = (91, ...,09y) den auf die Orts-
variablen beschrinkten Gradienten und d; die partielle Ableitung nach der
Zeit.

Die Kettenregel (14) fiir eine Funktion f: Q% (a,b) = Rund ¢: (a,b) —
mit n = d + 1 lautet dann

d dip(t
&f(’l»b(t)at) = atf|w=,¢,(t) + % : Vf|w=1/,(t) . (17)
Der erste Term auf der rechten Seite ist der Beitrag zur Anderungsrate
von f, der direkt auf die Zeitabhéngigkeit von f zuriickgeht. Der zweite
Term beschreibt den Beitrag zur Anderungsrate, der von der gleichzeitigen
Bewegung entlang der Kurve % herriihrt. Diese Form der Kettenregel ist
ein Spezialfall von (16): Setze U = Q X (a,b) und ¢(t) = (¥(t),t), also
de(t)/dt = (de1(t)/de, ... ,dypg(t)/dt, 1). Der Vektor der partiellen Ablei-
tungen von f ist dann (01 f,...,0q4f,0:f) = (V f,0:f).
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A.2 Quellenstirke und Divergenz eines Vektorfelds

Fiir ein gegebenes Teilgebiet, etwa einen kleinen Quader @ mit Rand S, sei
der Fluss von u aus @ durch das Oberflichenintegral

Fl:/u-dA (18)
S

definiert.® Dieses Integral kénnen wir uns als (Riemann-)Summe iiber die auf
dem dem Rand S senkrecht stehenden Anteile von u vorstellen. Es misst das
Stromungsvolumen, das S pro Einheitszeit netto durchfliefit.
Unterteilen wir @) in zwei Teilge-
biete @1 und @2, so ist der Fluss aus
Q@ die Summe der Fliisse aus (Q; und Q=0 UQ, 1
@2, da sich die Fliisse iiber den ge- — ¥
meinsamen Rand gerade aufheben. P A
Durch weitere Unterteilung kénnen - - >
wir den Fluss als Summe von Bei- -z
tragen immer kleinerer Teilgebiete -z
schreiben. Schliellich sei die Diver- T

genz divu von w im Punkt x der -~ RN a0
Fluss aus ) geteilt durch das Vo- RN ~
lumen von @ im Grenzwert immer - EN
kleinerer x enthaltender Teilgebie- \
te @. Die Divergenz misst also den

Fluss pro Volumen, damit die Ent-

stehungsrate des Stromungsvolumens pro Volumen, und wird deshalb als
,Quellendichte“ oder ,,Quellenstirke“ bezeichnet. Aus diesem Zusammen-
hang folgt sofort, dass der Fluss aus ) das Volumenintegral der Quellenstérke
iiber @ ist. Symbolisch schreiben wir

/u-dA:/divud:):. (19)
S Q

Diesen Ausdruck bezeichnet man als Gauflschen Divergenzsatz. Auf einem
quaderformigen Gebiet zeigt dann eine einfache Rechnung, dass

divu = d1uy + -+ Opun ; (20)

symbolisch schreibt man auch divu = V-u. (Ublicherweise definiert man die
Divergenz durch (20) und muss dann den Gauflschen Divergenzsatz beweisen.
Anschaulicher ist es jedoch, wie hier ausgefiihrt, genau andersherum.)

Gilt divu(z) > 0 an einem Punkt @, so besagt der Satz von Gaufl ins-
besondere, dass mehr Stromungsvolumen aus einem kleinen Gebiet um «

8 Nicht zu verwechseln mit der Flussabbildung ®;, die man ebenfalls oft kurz als
Fluss bezeichnet.
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heraus- als hereinfliefit. Es gibt also eine ,,Quelle“ bei & — das Fluid dehnt
sich aus. Ist andererseits divu(x) < 0, so fliet mehr Stréomungsvolumen her-
ein als heraus — das Fluid zieht sich zusammen. Ist iiberall diva = 0, so
heben sich die Volumenfliisse in beide Richtungen stets auf — die Stréomung
ist volumenerhaltend.

A.3 Abweichungen vom Mittel und der Laplace-Operator

Der Laplace-Operator misst, wie stark der Wert einer reellwertigen Funktion
f in n Verdnderlichen an einem Punkt & vom Mittel von f iiber kleine Ku-
gelschalen um @ abweicht: Sei S, (x) die Kugel mit Radius € mit Mittelpunkt
x und Av(f, Sc(x)) der Mittelwert von f iiber diese Kugel. Dann definieren

o A — o i AVU-Se(@) = f(@)

=0 g2

(21)

Nach einiger Rechnung, die auf dem Gauflschen Divergenzsatz basiert, kann
man den Laplace-Operator als Differentialoperator identifizieren, ndmlich

Af =010+ + 0pOnf . (22)

Symbolisch schreiben wir Af = V - V f; den Laplace-Operator fiir Vektor-
felder definieren wir wieder komponentenweise durch Aw = (Auy, ..., Auy).

Im eindimensionalen Fall ist die Aquivalenz von (21) und (22) elementar
zu verstehen: Betrachte die affine Funktion f(z) = ax +b, so dass d?f/da? =
0 und f(z) = (f(z —¢) + f(x + €))/2. Also ist f(x) der Mittelwert aller
Funktionswerte an Punkten, die Abstand € von x haben; wir schreiben f(z+
e) + f(x —e) — 2f(x) = 0. Fiir nichtaffine f stimmt dies natiirlich nicht, es
gilt aber im Grenzfall dass

d? . +e)+ flx—e)—2
de; _ fz+e) f( e) = 2f(x)

. (23)
Dieser Ausdruck entspricht genau (21) mit n = 1.

A.4 Zirkulation und Rotation eines Vektorfelds

Unser letzter Differentialoperator, die Rotation, lisst sich am leichtesten in
Dimension 3 einfithren. Benutzt man jedoch die elegante, aber abstraktere
Theorie der Differentialformen, kann man ihn auch verallgemeinern; zudem
reduzieren sich dann die Sétze von Gaufl (19) und Stokes (wird noch ein-
gefiihrt) auf eine einfache gemeinsame Form.

Sei C' C R3 eine glatte Kurve, die durch s: [a,b] — C parametrisiert wird.
Die Kurve sei geschlossen, also s(a) = s(b). Zudem sei angenommen, dass die
Parametrisierung die Kurve genau einmal durchlauft. Wir definieren dann
die Zirkulation von u entlang C als Kurvenintegral
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iu -ds = /ab u(s(r)) - s'(r)dr. (24)

(Der kleine Kreis im linken Integralzeichen bedeutet, dass die Integrations-
kurve geschlossen ist.) Das Kurvenintegral kénnen wir uns als (Riemann-)
Summe iiber die Tangentialkomponenten von w entlang C vorstellen; man
zeigt leicht, dass es nicht von der gewihlten Parametrisierung abhingt. Die
Zirkulation misst also die Stérke einer Stromung entlang der Kurve C. (Laft
man z.B. Wasser aus einer Wanne ab, so bildet sich meist eine Stromung mit
starker Zirkulation um den Abfluss.)

Wir nehmen nun an, C' sei der
Rand einer Fliche S, so dass wir
(24) auch als ,Zirkulation um S*
verstehen kénnen. Was passiert nun,
wenn wir S in zwei Teilflichen S,
und Ss aufteilen? Berechnen wir die
Zirkulation um S; und S; getrennt,
so durchqueren wir die gemeinsame
Randkurve im inneren von S zwei-
mal, aber in entgegengesetzter Rich-
tung. In der Summe heben sich diese
Beitriage zur Gesamtzirkulation al-
so auf und es bleibt nur der Beitrag
des Randes von S. Wir kénnen so-
mit durch immer feinere Unterteilungen immer genauer bestimmen, welcher
Teil der Fliche wie viel zur Zirkulation beitrédgt. In diesem Grenzprozess
werden die Flachenelemente relativ zu ihrer Grofle immer planer, so dass der
Grenzwert schliefllich die Zirkulation pro Fliche fiir ein ebenes Fléchenele-
mente beschreibt. Entsprechend definiert die Gesamtheit dieser Grenzwerte
ein Vektorfeld rot w, die Rotation von u, auf folgende Weise: die am Punkt
x senkrecht auf einer Ebene P stehende Komponente von rot u ist genau die
Zirkulation von w um eine kleine & enthaltende Fliche S C P geteilt durch
den Flacheninhalt von S im Grenzwert, dass dieser gegen Null geht. Daher

gilt
/rotu~dA:fu~ds, (25)
5 c

wobei das linke Integral der Fluss von rotw durch die Fliche S ist. Diese
Identitét ist als Satz von Stokes bekannt. Um die drei Komponenten der
Rotation zu bestimmen, reicht es, den Grenzwert der Zirkulation pro Fliache
in den drei Koordinatenebenen zu bilden. Eine Rechnung, die im Detail dem
Leser angetragen sei, liefert

rotu = (62u3 — 83U2, 83U1 — 81’&3, 81U2 — 82U1) s (26)
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was man symbolisch auch als Kreuzprodukt V x w schreibt. Ist u das Ge-
schwindigkeitsfeld eines Fluids, so bezeichnet man w = rot uw als Wirbelstarke.
So beschreibt ihre dritte Komponente etwa, wie stark die Stromung einge-
schriankt auf die (z1,xz2)-Ebene um die Achse durch « in z3-Richtung rotiert.

Anhang B. Energieabschitzungen

Wir leiten nun einfache Abschéitzungen fiir glatte Losungen der Navier—
Stokes-Gleichungen mit periodischen Randbedingungen her, die in prinzieller
Hinsicht den besten bekannten Schranken bemerkenswert nahe kommen. Das
erste Resultat ist eine Energiebilanzgleichung, die besagt, dass die Gesamt-
energie fiir Losungen der Euler-Gleichungen konstant und fiir Losungen der
Navier—Stokes-Gleichungen monoton fallend ist. Ein zweites Resultat liefert
Schranken fiir Ableitungen der Losung und zeigt, warum es schwer ist, in drei
Raumdimensionen Schranken fiir beliebig lange Zeiten zu finden.

B.1 Die Energie fillt monoton

Wir bilden das Skalarprodukt der Navier—Stokes-Impulsgleichung (6a) mit
und integrieren iiber das Gebiet (:

/u.‘l“dm+/u.(u.Vu)dm+/u.vpdw:y/u.Audm. (27)

Mit
d d
ul? =3 > und  [Vu = [0, (28)
i=1 t,j=1

den Identititen dlu|?/0t = 2u - Ou/0t und u - V|u|*> = 2u - (u - Vu) und
durch Herausziehen der Zeitableitung aus dem ersten Integral erhalten wir

1d 1
f—/|u|2d:c—|—f/u-V|u|2dw+/u~Vpd:c:y/u-Auda:. (29)
2dt Jg 2 Ja Q Q

Bezeichent f eine skalarwertige Funktion und v ein Vektorfeld, dann ist
div(fv) = fdive + v - Vf. Indem wir nun den Satz von Gaufl (19) auf
fv anwenden und beachten, dass das Integral iiber den Rand auf der linken
Seite von (19) verschwindet, da sich die Beitrige gegeniiberliegender Seiten
dank der periodischen Randbedingung gegenseitig aufheben, so erhalten wir
die mehrdimensionale ,,partielle Integrations-Formel*

/Qv~Vfd:c:—/Qfdivvdw. (30)
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Wenden wir diese Formel auf den zweiten und dritten Term von (29) an, dann
tritt in den resultierenden Integranden jeweils der Faktor div v auf, der iden-
tisch Null ist. Schreiben wir Au = V - Vu, so kénnen wir den letzten Term
von (29) ebenfalls mittels (30) partiell integrieren und erhalten insgesamt

1d/ 9 / 9
—— ul“de = —v Vul|“dx. 31
T [ vu (31)

Integration in der Zeit ergibt schliellich die Energiebilanzgleichung

E(t) = %/Q|u(t)|2 de = E(0) — V/O /Q|Vu(s)|2 deds. (32)

Da der Integrand im letzten Term nichtnegativ ist, kann erstens die Energie £
nicht anwachsen und bleibt zweitens die kumulative Energiedissipation (11)
durch die Anfangsenergie F(0) beschrinkt. Fiir die Euler-Gleichungen mit
v = 0 ist die Energie eine Erhaltungsgrofie, aber es ergibt sich dann keine
Schranke fiir [Vu|?.

B.2 Schranken fiir Ableitungen

Wir wollen nun mit der Energiebilanzgleichung auch die Ableitungen von u
kontrollieren. Von besonderem Interesse ist dabei eine Schranke fiir das Orts-
integral von |Vul|?, die punktweise in der Zeit gilt, also stiirker ist als das
Raum-Zeit-Integral der kumulativen Energiedissipation. Aus einem solchen
Resultat kann man Schranken fiir beliebige Ableitungen mit Standardargu-
menten herleiten.

Wir bilden also das Skalarprodukt von (6a) mit Au und integrieren wie
zuvor in den Ortskoordinaten, so dass

/Au@tudx—l—/Au-(u-Vu)d:B—i—/Au~Vpdw:u/|Au|2d:B. (33)
Q Q Q Q

Durch partielle Integration erkennt man, dass der erste Term die negati-
ve Zeitableitung des gesuchten Ortsintegrals ist. Der Beitrag des Drucks
verschwindet wie vorher. Der zweite Term, der Beitrag der Navier—Stokes-
Nichtlinearitét, verschwindet jedoch nicht, man kann ihn aber als Summe
von Produkten erster Ableitungen schreiben und erhilt

d
i v / far

—— [ |Vul*dx + Oju; Oyuy, Opu; de = —v | |Aul“de. 34
sap Vel e+ 30 [ o oo [|aupde. (30

ij,k=1

Der zweite Term ist kompliziert und wir wissen insbesondere nichts iiber
sein Vorzeichen. Wir konnen jedoch, wenig subtil, jeden der vorkommenden
Gradienten durch seine euklidische Linge abschitzen. Mit v > 0 und d = 2,3
schéitzen wir dann ab wie folgt:
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d
Z /3¢uj Oiuk Opuj de §/|Vu\3dw
Q Q

i,5,k=1 d 6—d

ca( [t ([t

d
gu/|Au|2dw+02 (/Vu|2dac) . (35)
Q Q

Wobei ¢ und co = c2(v) bekannte Konstanten sind. Der Beweis der zweiten
Ungleichung erfordert etwas Riistzeug aus der mehrdimensionalen Integrati-
on; die auftretenden Exponenten sind jedoch notwendig durch die Bedingung
festgelegt, dass die physikalischen Einheiten auf beiden Seiten der Unglei-
chung iibereinstimmen miissen. Die dritte Ungleichung in (35) geht auf die
Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel zuriick. Insgesamt

folgt, dass
1d /\Vu|2dw<c (/|Vu2dw>d (36)
2dt Jo =2\Ua '

Fiir d = 2 kann man einen der Faktoren auf der rechten Seite als Ablei-
tung eines Eulerschen Multiplikators schreiben und (36) so wie eine lineare
nichtautonome Differenzialungleichung lésen. Da dieser Multiplikator Dank
der Energiebilanzgleichung beschriankt bleibt, erhédlt man fiir jedes ¢ > 0 eine
Schranke fiir das Ortsintegral von |Vu|?. Fiir d = 3 ist die Differentialunglei-
chung (36) jedoch fundamental nichtlinear, so dass die abgeleitete Schranke
in endlicher Zeit divergiert. Die aus (32) gewonnenen Schranken fiir Energie
und kumulative Energiedissipation reichen also nicht aus, um das Anwachsen
kleinskaliger Stromungsstrukturen zu kontrollieren.

Mit geringfiigigen Modifikationen kann man jedoch auch fiir d = 3 globale
Schranken herleiten, wenn nur die Anfangsdaten hinreichend klein, die Visko-
sitdt hinreichend grofl oder die Anfangsdaten den Anfangsdaten einer bekann-
ten globalen Losung hinreichend &hnlich sind. Durch Weiterbasteln auf dieser
Ebene oder Suche nach vielleicht ,,besseren“ Funktionenrdumen kénnen wir
jedoch die dimensionsbehaftete Skalierung der Terme der Gleichung nicht
dndern und stoflen daher letztendlich immer auf gleichartige Schwierigkeiten.
Man sagt, die Gleichung ist ,,iiberkritisch* — die Nichtlinearitét ist ,,starker*
als die Dissipation. Es gibt auch iiber die Energiebilanzgleichung hinaus keine
weiteren bekannten Erhaltungsgrofien, die als Basis fiir eine Abschétzungs-
kaskade dienen konnten.

Die beste Chance auf eine schéirfere Abschidtzung haben wir bereits in
der ersten Zeile von (35) verspielt, indem wir jegliche dreidimensionale Rich-
tungsinformation aufgegeben haben. Diese, oder auch die Geometrie der Wir-
belstreckung kénnten Schliissel zu neuen Ergebnissen sein. Die Schwierigkeit,
solche Informationen nutzbar zu machen, liegt allerdings darin, dass sie sich
nicht in der Begrifflichkeit von stetigen und kompakten Abbildungen zwi-
schen topologischen Vektorrdumen ausdriicken lassen, die das Grundgeriist
der Theorie partieller Differentialgleichungen bildet.
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Anhang C. Spektral- und Pseudospektralmethoden

In diesem letzten Anhang stellen wir kurz numerische Spektralverfahren vor,
die in der rechnergestiitzten Grundlagenforschung héufig zum Einsatz kom-
men. Im Vergleich mit anderen Verfahren sind Spektralmethoden schnell und
genau. Sie sind mathematisch einfach zu verstehen, weil auch in der Theorie
frither oder spéiter meist Spektralzerlegungen zum Einsatz kommen. Spek-
tralmethoden kénnen ihre Vorteile aber nur auf einfachen, im Wesentlichen
quaderformigen Gebieten ausspielen und lassen sich kaum adaptiv verfeinern,
wenn stark lokalisierte Strukturen entstehen, wie es in der Ndhe von poten-
tiellen Singularitéten der Fall ist.

Spektralmethoden basieren im einfachsten Fall auf der Fourierzerlegung ei-
ner Funktion. So 143t sich z.B. das Geschwindigkeitsfeld w unter recht schwa-
chen Annahmen eindeutig durch die Fourierreihe

u(x,t) = Z u(t) e*® (37)

kezd

darstellen, wobei wir unser quaderférmiges Gebiet der Einfachheit halber auf
den Wiirfel Q = [0,2n]¢ skaliert haben. Jeder Fourierkoeffizient uy, ist ein
d-dimensionaler Vektor aus komplexen Zahlen; den Index k nennt man Wel-
lenvektor, seine Lange Wellenzahl. Bilden wir den Gradienten auf beiden Sei-
ten von (37), so sehen wir, dass diesem auf der Fourierseite die Multiplikation
mit ik entspricht:

Vu(z,t) = Z ik ug(t) e®® . (38)

kezd

Nehmen wir an, dass nur die Koeffizienten ug mit |k| < n/2 fiir ein festes
n von Null verschieden sind, so besteht die Fourierreihe nur aus n¢ Sum-
manden und wir erhalten direkt eine numerische Methode, die insbesondere
die linearen Terme in (5) und (6) exakt durch algebraische Operationen auf
dieser endlichen Menge von Koeffizienten darstellt. Eine erste Schwierigkeit
besteht darin, dass eine direkte Auswertung des nichtlinearen Terms in der
Fourierdarstellung etwa n?? Operationen benétigt. Das ist verglichen mit der
Auswertung der anderen Terme, die nur etwa n® Operationen benétigt, viel
zu aufwéndig.

Ein zweites Problem ist, dass sich die Anzahl der von Null verschiedenen
Koeffizienten in jedem Zeitschritt um den Faktor 2¢ erhoht. Der Speicherbe-
darf fiir eine exakte Berechnung der Nichtlinearitét steigt damit exponentiell
mit der Zeit. Physikalisch ist das nicht iiberraschend: In der Zeitentwicklung
der Stromung entstehen immer kleinere Strukturen, die nur durch Fourier-
koeffizienten mit immer hoheren Wellenzahlen repréisentiert werden kénnen.
In der Turbulenztheorie spricht man von einer ,Kaskade“. Kaskaden sind
im Fourieraum einfach zu beschreiben, aber in Ortsraumkoordinaten kaum
direkt zu erkennen.
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Beide Schwierigkeiten bei der Berechnung des nichtlinearen Terms kann
man umgehen, indem man die diskrete Fouriertransformation als Bijektion
zwischen den n? Fourierkoeffizienten und n? Funktionswerten an dquidistan-
ten Gitterpunkten benutzt. Multiplikationen berechnet man dann effizient
auf dem rédumlichen Gitter, Ableitungen hingegen schnell im Fourierraum.
Die Transformation selbst benttigt in Form der schnelle Fouriertransforma-
tion oder FFT nur etwa n Inn Operationen, und kann so ebenfalls ohne be-
deutenden Geschwindigkeitsverlust berechnet werden. Wird die Berechnung
auf diese Weise aufgeteilt, spricht man von einem Pseudospektralverfahren.

Sind rdumliche Ableitungen und Multiplikation erst einmal geeignet appro-
ximiert, dann reduziert sich das Problem auf ein System gekoppelter gewthn-
licher Differentialgleichungen, dessen Zeitentwicklung mit einer Vielzahl be-
kannter Methoden numerisch gel6st werden kann.

Es sei noch bemerkt, dass eine pseudospektrale Naherung immer gefiltert
werden muss, d.h. Fouriekoeffizienten mit bestimmten hohen Wellenzahlen
miissen nach Berechnung der Nichtlinearitdt auf Null gesetzt werden. Man
spricht von , Dealiasing“. Diese Notwendigkeit ergibt sich aus der Nichtédqui-
valenz von diskreter und kontinuierlicher Fourier-Transformation, die De-
tails wiirden diesen Beitrag sprengen. Bei einer korrekt gefilterten Rechnung
bleiben quadratische Erhaltungsgrofien wie die Energie der Eulergleichungen
konstant. Trotzdem entstehen natiirlich Fehler auf Gitterskalen, also in den
abgeschnittenen Fourierkoeffizienten, und in nichtquadratischen Erhaltungs-
groflen wie der Zirkulation, so dass wir hierdurch wiederum die Genauigkeit
der Berechnung iiberpriifen kénnen [3, 11, 15].

Letztendlich erfordert eine hohere Genauigkeit mehr Ressourcen, also er-
neute Berechnungen auf feineren Gittern. Praktisch bedeutet dies, dass wir
fiir Simulationen an der Grenze der verfiigbaren Auflésung sowohl die Ei-
genheiten des gewéhlten numerischen Verfahrens als auch die Eigenschaften
der zugrunde liegenden partiellen Differentialgleichung gut verstehen miissen.
Davon losgelost ist oft die mathematische Untersuchung des numerischen Ver-
fahrens an sich sinnvoll und interessant.
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